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@ Introduction
e Zone radiative en rotation : contexte dynamique
© Baroclinicité

e Zone radiative en rotation : de 1924 & nos jours...
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Introduction

@ Traitement du transport dans les ZR nécessaire pour
expliquer 'abondance des éléments

@ Probleme dont I'échelle de temps est comparable a celle du
temps d’évolution stellaire
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Introduction

@ Traitement du transport dans les ZR nécessaire pour
expliquer 'abondance des éléments

@ Probleme dont I'échelle de temps est comparable a celle du
temps d’évolution stellaire

@ Probleme difficile longtemps polluer par I'approche
d’Eddington-Sweet
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e Zone radiative en rotation : contexte dynamique
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Dynamique d’'une zone radiative en rotation

DV R = - o - 7
p[—+2§2/\v+ Q%% |=-VP+ pg8 +Fyisc

Dt
I I

III
Les termes 1, 11, III caractérisent le probléme :
7 7 . . . 2 . 0
@ Laccélération de Coriolis 2€2 A ¥ qui assure la conservation du
moment cinétique.

@ Laccélération centrifuge Q%5 qui génére la baroclinicité de la
configuration.

@ La force d’Archiméde qui convertit fluctuation de densité en
mouvement.
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Les ondes qui se propagent a basse fréquence

Deux systémes sont présents :
@ Ondes inertielles dues a Coriolis
@ Ondes de gravité dues a Archiméde

Ensemble elles forment les ondes gravito-inertielles ; on 'y
distingue deux sous-groupes :

@ les ondes de Rossby
@ les ondes baroclines
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Les ondes inertielles

Elles existent méme si p=Cte.

-
-

av - -
— +2Q A pV = -VP
P Py
Divir=0
Si ¥ = #(P)e'“" alors

w
— <1
2Q —

Ce sont des modes basse fréquence qui vérifient :
#P P [(4Q% -\ PP
—+—-|———]|==5 =0
oxr  0y? 072

qui est I'équation de Poincaré.

w?
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Léquation de Poincaré est hyperbolique spatialement et posséde
donc des solutions singulieres apparaissant comme des couches
de cisaillement dans un fluide visqueux.

Exemples :
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Mode 0+ p=0.00 L=50 Nr=40 E=1.0x10~* CL=f




\@\=0.6563,
7=-8.66%10

Mode 07 #=0.35 L=1300 Nr=450 E=1.0x10"" CL=ff
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Les ondes de gravité

La fréquence de Brunt-Vaisala :

c’est la fréquence caractéristique de l'oscillation d’une particule
fluide en environnement stratifié stable ; elle mesure l'intensité de
la force d’Archimede :

dT dTad) _ (ldlnP B dlnp) _ gdIn(P/p?) ocgg

8
N =2 (= -
T(dr dr § y dr dr 0% dr dr
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Les ondes de gravité

Modes de gravité a I'approximation de Boussinesq :

ooV 1 1
oV _ g, %y

—_— 6 + =
5 pvop+ 8
6T @)
4y 6¥-VTy =0
ot vovao
Divov =0

avec %’ = —adT. Pour les mouvements périodiques on montre que

o’P &P ( a)2 9P
+ — =0
o2 oyr \N2- 92

c’est-a-dire que I1a encore les fluctuations de pression obéissent a
I'équation de Poincaré hyperbolique, car comme pour les modes
inertiels, les modes sont basse fréquence, i.e. w < N.
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Les ondes gravito-inertielles

La combinaison des deux systemes d’ondes donne naissance aux
modes gravito-inertiels :

w=0.758, T7=-3.854x107%, N=1.0

From Dintrans et al. (1999)
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Les ondes de Rossby

Elles vérifient les mémes équations dynamiques que les ondes
inertielles mais on leur impose une contrainte supplémentaire.

Exemples :

@ Dans 'atmosphere terrestre v, < vy, v,
@ Les modes r de Papaloizou et Pringle (1978) ou v, =0

v = Ar"(sin 6)" ! sin(me + 2Qt/(m + 1))
ve = Ar"(sin 0)"! cos 6 cos(mg + 2Qt/(m + 1))

m=1,2,...
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© Baroclinicité
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Baroclinicité

Introduction au phénoméne

Condition d’existence d’une solution statique

-vVp- pﬁd) =0 Equilibre mécanique
Div(yVT) = 0 Equilibre thermique
fP,p,T) = 0 Equation d’état

VO est prescrit ou éventuellement A® = 47Gp — 2Q2.
Pour que I'équilibre mécanique soit possible, il faut

— (15 - = =3 -

Rot(—VP) =0 VpAVP=0
P

i.e. les normales aux isobares et isochores sont confondues.
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Baroclinicité

or 'équation d’état impose

of of of
—dP + —dp + —=dT =
oP op oT 0

Donc si les isobares et les isochores sont confondues alors sur
une telle surface :

g—J;dT 0
et donc
@ soit g—’} =0i.e. f(P,p) = 0 et le fluide est barotrope
@ soit dT = 0 et les isobares sont aussi des isothermes
(accessoirement des équipotentielles).

En general, 57 # 0 et les isothermes sont fixées par I'équation de
I'équilibre thermique ; elles sont en général différentes des
isobares et donc inclinées par rapport a elles.
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Couple barocline

Léquation de la vorticité
8_) - 1 - -
Z2 £ Rot(#- V) = 5Vp A VP +vAG
ot Jol

montre que la baroclinicité est source de vorticité en générant un
couple.
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Exemple du double vitrage

Reprenons les équations du mouvement d’'un fluide a
I'approximation de Boussinesqg en supposant les mouvements de
petite amplitude :

—V6P + 6p@ + uAit = 0
- VT,, = kKAST

Divi =0 3)
5

b - _asT

0

= TV T 7
Dans notre cas VT,, = Ocaral équilibre la température est
constante.

M. Rieutord Rotation and stratification



Exemple du double vitrage

Supposons les plaques infinies séparées d’'une distance d avec la
plaque chaude (resp. froide) en x = —d/2 (resp. en x = d/2).
Léquilibre thermique conduit a

0T(x) = —(T. = Ty) x/d
_ a(T, - Tf)pO N
B d

Donc le champ de vitesse doit satisfaire a

a(T, - Tf)POg Y2

UAV — VoP = y é,

et Divii=0
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Exemple du double vitrage

Ici le couple barocline est equilibré par le couple visqueux :

a(Te = Tp)pog ,
———€é;N¢;

d
On résout facilement ce systeme qui donne un champ de vitesse
paralléle aux plaques (vitres) :

UAD =

(Tc - T})Pog

() = T~ 4) )
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Exemple 2 : le vent thermique

Imaginons une situation barocline dans un repére en rotation ou
les vitesses sont suffisamment faibles pour que le probléme soit

linéaire.
=4 =2 1 = -
2Q0AV=——VoP — adTg
Lo
Ici le couple barocline est équilibré par le couple issu de la force de
Coriolis :

[a— N e
Rot(2Q A V) = Rot(agdTé,)
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le vent thermique

Supposons le champ de température donné par :

ST = 6T sin(kx)

(modulation en latitude)
La résolution de ces équations donne un champ de vitesse

Vin = Vo kz coskx é,

agoTy

2Q
Dans le repeére inertiel, la distribution de moment cinétique a
changé a cause du couple barocline : rotation différentielle en
rayon z et en latitude x.

Vo =
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z (rayon)
y (longitude)

isotherme

W/ isobare

x (latitude)
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Latitude structure of the circulation

Subpolar =

Jetstream
:f:f)t\" =
ront -

L)
[

[

N 30Ny .

Subtropical *
Jetstream

Su
F

~ S L 7

Equator Convergence Zone
Easterly
Trade Winds
—
. Surface Westerlies

stratification



@ Zone radiative en rotation : de 1924 a nos jours...
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Zone radiative en rotation

Evolution des idées depuis 1924

Le théoréme de Von Zeipel (1924)

Les errements d’Eddington-Sweet et de la littérature
Busse 1981 : “Do Eddington-Sweet Circulations exist ?”
Le modéle de Zahn 1992

Quelques remarques supplémentaires
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Le théoreme de Von Zeipel 1924

Von Zeipel montre que I'équilibre hydrostatique d’'une étoile en
rotation rigide n’est pas compatible avec I'équilibre radiatif.
Il montre que si cela était vrai on aboutit a un paradoxe.

Soit ® = ¢, + ¢, le potentiel total ;

1
Apy = 4nGp et ¢, = —EerZ sin® 0

On a vu que si la solution statique existe, alors

P=P®), p=p®), T=T(D)

i.e. isobares, isochore, isothermes et équipotentielles sont
confondues.
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Le théoreme de Von Zeipel 1924

Leéquilibre radiatif dans une zone radiative sans réaction nucléaire
exige

Diviy(®)VT(®) =0 &  yT'AD+(T” + ' T)VD)? =0

= Y (®)T'(D)(EnGp(®) — 20%) + (T7(®) + Y/ (D)T'(P)) (VD) = 0

Cte Cte nonCte

Vo n'est autre que la gravité effective qui n’est pas constante sur
une équipotentielle (Zpole # Zeq)-

Von Zeipel conclut trés justement qu'’il est impossible d’obtenir une
solution statique.

En 1925 Vogt et Eddington émettent indépendemment I'idée de
I'existence d’une circulation méridienne...
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Les errements d’Eddington-Sweet et de la littérature

Les idées de Vogt et Eddington ont été mises en musique par
Sweet 1950 et voici un raisonnement qu’on trouve dans la
litterature depuis cette époque (avant 1992) :

Puisque Div()ﬁT) # 0 et qu’on recherche une solution stationnaire
alors le champ de vitesse est tel que

ocy(¥- VT) = Div(yVT)

On en déduit la vitesse radiale méridienne :

or o
— =~ Div(yVT
PCYVr or VT)
tandis que vy est dérivé de la conservation de la masse :

1o
Div(p?) = — —(r*pv,) +

0
—(sinfpvy) =0
r? or

rsin 6 06
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Les errements d’Eddington-Sweet et de la littérature

Probleme : un tel champ de vitesse n’est pas issu d’un champ de
force, la conservation du moment cinétique n’est pas assurée!
Probléme pointé dés 1941 par Randers. Contourné par Mestel en
1961 grace au champ magnétique. Mais généralement ignoré
faute de savoir le traiter ; par exemple

@ Rose 1998 Advance Stellar Physics propose la méthode
Sweet.

@ Kippenhahn et Weigert 1990 Stellar structure and evolution
notent le probleme de conservation de moment cinétique et
I'existence de solutions sans circulation méridienne mais ne
font pas de lien entre les 2 propriétés.
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Les errements d’Eddington-Sweet et de la littérature

Remarque : les solutions avec un profil de rotation différentielle
éliminant la nécessité d’'une circulation méridienne ont été
remarquées par Schwarzschild 1947, Baker and Kippenhahn 1959
et Roxburgh 1964. Mais ces solutions étaient jugées ’irréalistes’
car venant de nulle part et peut-étre méme pas stable....
Schatzman et Praderie 1985 Les étoiles a les mémes problemes.
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Busse 1981 : “Do Eddington-Sweet Circulations exist ?”

Poser la question c’est y répondre ...
Quelques remarques de bon sens :

@ La conservation du moment cinétique bloque toute circulation
méridienne, s’il N’y a pas d’autres forces en jeu.

@ Si la situation est bloquée mécaniquement, elle évolue
thermiquement : Si I'équilibre radiatif est violé, le champ de
température change...

Cela montre que nous sommes face a un probléme de condition
initiales : on part d’'une solution en déséquilibre thermique et

@ soit on arrive a une solution universelle aprés attenuation d’un
transitoire

@ soit le transitoire dure trop longtemps....
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Etude du transitoire avec un petit modéle cartésien

Suivons donc Busse 1981 (GAFD 17, p215) :

z (rayon)
y (longitude)

isotherme

W isobare

x (latitude)
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Etude du transitoire avec un petit modéle cartésien

@ Dans cette géométrie nous connaissons la solution
stationnaire du vent thermique.

@ Busse pose la question de savoir comment elle s’établit a
partir de conditions initiales arbitraires :

@ Quel écoulement apparait et quelles échelles de temps le
gouvernent ?
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Etude du transitoire avec un petit modéle cartésien

Voici la réponse du modéle de Busse :
Si

- > 5 > At
V= {V(x, 2)é, + Rot(¥(x, z)ey)} e

(on choisit des solutions axisymétriques) ; 1 = —o + iw, alors

072 0x2 w

dont les solutions sont les modes gravito-inertiels
o

2 2 .
(@ + 2iwn)A — 402 _ 2 (1 - 5A)] w=0
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Etude du transitoire avec un petit modéle cartésien

x : latitude Z :rayon

= sin(nn(z/d + 1/2)) cos(mkx)

2Qnm
Vv = — cos (nr(z/d + 1/2)) cos(nkx)
k
o = B Ginn(ed + 1/2) sin(mkx)
iwpo
S 4Q°n* + N?(mkd /)
n? + (kd/m)?
2
o = KkzmzN—
2w?

et les modes baroclines :
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Etude du transitoire avec un petit modéle cartésien

x : latitude Z :rayon

= sin(nn(z/d + 1/2)) sin(mkx)

mkpagd
2Qkn

= Olx/d%)

w =0
K n*n? + m*k?

P 1+ N2/4Q2 (mk/nn)?

cos (nm(z/d + 1/2)) cos(mkx)

< o
Il

[\

auquel on rajoute les modes géostrophiques et purement
thermique.
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Etude du transitoire avec un petit modéle cartésien

La complétude de la base de Fourier entraine la complétude de la
base modale et I'unicité de la décomposition de toute condition
initiale.

Lévolution du transitoire est donc contrélée par les modes les
moins amortis, i.e. de plus grande échelle.

Pour obtenir un modéle sphérique Busse fait la correspondance :

d ~ R, k~2/R

Donc 2 échelles de temps caractérisent 'amortissement du
transitoire :

4k (T +dHr*  « 35
oGr ~ R Obaro ~ Tnﬁ ~ N

Q?

oln=32% <.
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Etude du transitoire avec un petit modéle cartésien

Deux temps caractéristiques apparaissent :

@ Txy = RTZ temps de diffusion thermique ou de
Kelvin-Helmholtz

@ Tgp = Txy/n temps d’Eddington-Sweet
Pour les rotateurs rapides :
n~1

et le régime stationnaire est atteint au bout d’un temps de
Kelvin-Helmholtz.
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Etude du transitoire avec un petit modéle cartésien

Pour les rotateur lent, n < 1, par exemple pour le soleil, 7 ~ 2 1074,
les modes baroclines sont trés long a disparaitre et les conditions
initiales jouent un réle crucial.

Pendant ce transitoire a-t-on une circulation méridienne ?

@ oui essentiellement grace aux modes gravito-inertiels mais
elle disparait apres quelques Tky.

@ sin <« 1, les modes baroclines survivent mais la circulation
méridienne gu’ils engendrent est trés faible :

K
vy, vg) ~ @V(p < Vy
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Etude du transitoire avec un petit modéle cartésien

Pour terminer :

@ Busse considére les couche d’Ekman comme source possible
de circulation méridienne mais il montre qu’elle est encore
plus faible et termine par une discussion de stabilité de
I'écoulement barocline.

@ en résumé : Busse montre qu’un modele cohérent d’état
stationnaire pour un fluide stratifié en rotation doit fonctionner
de la fagon suivante :
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Géometrie du systeme

Champ de température barocline — ~egf—

¢

Couple barocline (déséquilibre mécanique)

'

Vent thermique (rotation différentielle)

Cisaillement

viscosité

Circulation méridienne
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Et Eddington-Sweet ?
”... there are no special limits in which the Eddington-Sweet
theory provides a correct solution of the basic equations”.

Busse 1982, ApJ, 259, 759

M. Rieutord Rotation and stratification



Le modeéle de Zahn 1992

C’est la mise en ceuvre de ce qui précede dans le cadre de
modeles d’étoiles unidimensionnels.

Idée de base : si rotation différentielle il y a, elle est principalement
radiale car pour une turbulence en fluide stratifié, la diffusion
horizontale > diffusion verticale.
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Le modeéle de Zahn 1992

Le modéle résout 3 équations :
@ Equilibre advection-diffusion du moment cinétique :

1 0
SR ar
ol v, = U(r)P»(cos 0)
@ Baroclinicité

19 oQ
4 4 _
r UQ)+ﬁE(F th)—O

VoAVP
PR G2 A s,
2

@ Déséquilibre thermique

DiV(Xﬁ)T) + pe = pc,V - VT
ou

L P (Eqg+E
U(r) = — 2T
Mg CopT \Vyq =V
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Le modeéle de Zahn 1992

Zahn donne

GM

0
)
I
\]
—_
|
|
2l
| ot
+
&
~
ISY
®)
~
U
~
N—"
o
<
(€]
(@}
o [0
|
I &
—_
()
[N}
<
(98]
~—————

the Gratton-Opik term, qui rappelle la formule de Sweet (1950)

U(r) = K(l - i) g
Em) 8
amputée du terme Q2/27Gp qui diverge en surface.
Cependant, JPZ précise : Moreover, [...] a slight departure from
uniform rotation will introduce terms which are even larger
than the Gratton-Opik correction.
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Le modeéle de Zahn 1992

Géometrie du systeme

Circulation méridienne -

viscosité

Rotation différentielle
Cisaillement

Champ de température barocline
Couple barocline (déséquilibre mécanique)

Déséquilibre thermique

Rotation and stratificati



Mais on peut aussi <tourner > dans I'autre sens :

Géometrie du systeme

Circulation méridienne _—

viscosité

Rotation différentielle
Cisaillement

Champ de température barocline
Couple barocline (déséquilibre mécanique)

Déséquilibre thermique

Rotation and stratificati



ou voir des causes et des effets de la fagon (parfaitement
équivalente) suivante :

Géometrie du systeme

¢

Déséquilibre thermique D ———

Circulation méridienne
viscosité

Rotation différentielle
Cisaillement

Champ de température barocline

Couple barocline (déséquilibre mécanique)

Rotation and stratification



Cependant certains auteurs oublient volontiers les deux dernieres
branches, en faisant le raisonnement suivant :

aQ Q? e\g

— =0 Eq=21-—-—|=2%#0

dr — e ( 4nGp sm)gi
= U +#0

Est-ce grave docteur ?
oui en fait on retombe sur Sweet 1950 et ses incohérences...
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Le cas des rotateurs lents

Pour justifier la cuisine précédente on invoque souvent les
rotateurs lents car

_IKH
Igs = ? > Thuc

Certains, comme Osaki 1982, en profite pour dire que la circulation
est celle donnée par Sweet 1950 car on est dans un transient qui

dure...
Mais le champ de température évolue sur txy pour satisfaire
Div(yVT) = 0.

Reste les modes baroclines qui s’amortissent trés lentement, qui
ont une trés petite circulation méridienne et qui mettent en route la
rotation différentielle.
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Le cas des rotateurs lents

Finalement,
on voit que la circulation méridienne ainsi déduite dépend tres

fortement des conditions initiales et en particulier de la moindre
rotation différentielle.
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Conclusion

Discuter du mélange dans les rotateurs lents sans tenir compte de
leur histoire est tout simplement une ineptie !
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Le probléme du spin-down

Un cas d’école, le spin-down d’'un fluide a l'intérieur d’'une sphére :

V7

Couche d’Ekman
de largeur E"

Circulation

M. Rieutord

Singularité
équatoriale
de largeur E°
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Dans ce systeme, le temps caractéristique est :

Prot Prot

<
VE E
contrdlé par la circulation d’Ekman qui transfert le moment
cinétique de l'intérieur (non-visqueux) vers les couches limites et
vers la paroi.

T ~
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Le cas des étoiles

La perte de masse couplée a un champ magnétique a grande
échelle permet d’extraire une quantité significative de moment
cinétique d’une étoile.

Une nouvelle échelle de temps apparait :

L

L
On doit comparer cette échelle de temps a celle du transport du
moment cinétique a l'intérieur de I'étoile, i.e. a gs :

L
tgs < Z vent faible

L
tgs > Z vent fort
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Vent faible

@ Un couple est appliqué a I'étoile, le temps de réaction est
court et la circulation méridienne s’ajuste immédiatement ; on
a
‘:l—lt‘ ~ pR*QU
@ La vitesse méridienne, et donc le mélange, est contrélé par la
perte de moment cinétique.
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Vent fort

@ La circulation méridienne barocline est incapable de suppléer
a la perte de moment cinétique, la rotation différentielle
augmente, des couches de cisaillement (turbulente)
apparaissent...

@ La circulation devient de type ‘pompage d’Ekman en fluide
stratifié’ contrélée par une couche limite turbulente...
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Un scénario pour le soleil

Hypothése : le soleil jeune tournait 50 fois plus vite que le
soleil actuel.

@ Dans ce cas Tgs ~ Txkn ~ 16 Myrs.
@ V,,V,induits par la viscosité v ~ 1073 m?/s. T ;. ~ 10'7 ans...
@ Mais le soleil freine via le vent solaire. La zone convective

transmet le couple.

et la zone radiative subit un écoulement de spin-down sur une
échelle de temps

Ty = Tyise VE avec E~ 1079
et donc un temps de spin-down de

Tsa ~ 3 10° ans

compatible avec un ceceur actuel encore en rotation rapide...
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